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Abstract. Let G be a �nite group. The set of all prime divisors of the
order of G is denoted by π(G). The Gruenberg-Kegel graph (the prime
graph) Γ(G) ofG is de�ned as the graph with the vertex set π(G) in which
two di�erent vertices p and q are adjacent if and only if G contains an
element of order pq. If the order of G is even, then π1(G) denotes the
connected component of Γ(G) containing 2. It is actual the problem of
describing �nite groups with disconnected Gruenberg-Kegel graphs. In
the present article, all �nite non-solvable groups G with 3 ∈ π(G)\π1(G)
are determined.

Keywords: �nite group, non-solvable group, Gruenberg-Kegel graph.

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. ×åðåç π(G) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ïðî-
ñòûõ äåëèòåëåé ïîðÿäêà ãðóïïû G. Ãðàô Ãðþíáåðãà � Êåãåëÿ (ãðàô ïðîñòûõ
÷èñåë) Γ(G) ãðóïïû G îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí π(G), â
êîòîðîì äâå ðàçëè÷íûå âåðøèíû p è q ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G
ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà pq. Îáîçíà÷èì ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà
Γ(G) ÷åðåç s(G). Åñëè ïîðÿäîê ãðóïïû G ÷åòåí, òî π1(G) îáîçíà÷àåò ñâÿçíóþ
êîìïîíåíòó ãðàôà Γ(G), ñîäåðæàùóþ 2.

Â ðàìêàõ îáùåé çàäà÷è èçó÷åíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï ïî ñâîéñòâàì èõ ãðàôîâ
Ãðþíáåðãà � Êåãåëÿ (ñì. [9]) íàøå âíèìàíèå ïðåæäå âñåãî ïðèâëåêàåò áîëåå

Kondrat'ev, A.S., Nirova, M.S., One corollary of description of finite groups

without elements of order 6.
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ïîäðîáíîå èçó÷åíèå êëàññà êîíå÷íûõ ãðóïï ñ íåñâÿçíûì ãðàôîì Ãðþíáåðãà �
Êåãåëÿ.

Ýòî ìîòèâèðîâàíî ñëåäóþùèì. Óêàçàííûé êëàññ øèðîêî îáîáùàåò êëàññ
êîíå÷íûõ ãðóïï Ôðîáåíèóñà, ÷òî ñðàçó âèäíî èç èçâåñòíîé îáùåé ñòðóêòóðíîé
òåîðåìû Ãðþíáåðãà � Êåãåëÿ î êîíå÷íûõ ãðóïïàõ ñ íåñâÿçíûì ãðàôîì Ãðþí-
áåðãà � Êåãåëÿ (ñì. ïðåäëîæåíèå 1 íèæå). Ðîëü æå ãðóïï Ôðîáåíèóñà â òåîðèè
êîíå÷íûõ ãðóïï ñîâåðøåííî èñêëþ÷èòåëüíà.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî êëàññ êîíå÷íûõ ãðóïï ñ íåñâÿçíûì ãðàôîì Ãðþíáåð-
ãà � Êåãåëÿ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì êîíå÷íûõ ãðóïï, èìåþùèõ èçîëèðîâàííóþ
ïîäãðóïïó (ò. å. ñîáñòâåííóþ ïîäãðóïïó, ñîäåðæàùóþ öåíòðàëèçàòîð êàæäî-
ãî ñâîåãî íååäèíè÷íîãî ýëåìåíòà), êîòîðûé èçó÷àëñÿ ìíîãèìè àâòîðàìè (ñì.,
íàïðèìåð, [1]).

Êîíå÷íûå ïðîñòûå ãðóïïû ñ íåñâÿçíûì ãðàôîì Ãðþíáåðãà � Êåãåëÿ áûëè
êëàññèôèöèðîâàíû (ïî ìîäóëþ êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï) â ðà-
áîòàõ Óèëüÿìñà [14], À.Ñ. Êîíäðàòüåâà [8] è Èèåðè è ßìàêè [7]. Îíè ñîñòàâëÿ-
þò äîâîëüíî óçêèé ïîäêëàññ âñåõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï, îäíàêî âêëþ÷àþò
ìíîãèå �ìàëûå� â ðàçëè÷íûõ ñìûñëàõ ãðóïïû, ÷àñòî âîçíèêàþùèå â èññëåäîâà-
íèÿõ. Íàïðèìåð, âñå êîíå÷íûå ïðîñòûå ãðóïïû èñêëþ÷èòåëüíîãî ëèåâà òèïà,
êðîìå ãðóïï E7(q) ïðè q > 3, à òàêæå ïðîñòûå ãðóïïû èç èçâåñòíîãî �Àòëàñà
êîíå÷íûõ ãðóïï� [3], êðîìå ãðóïïû A10, èìåþò íåñâÿçíûé ãðàô Ãðþíáåðãà �
Êåãåëÿ. Ýòà êëàññèôèêàöèÿ áûëà ïðèìåíåíà Ëó÷èäî [12] äëÿ ïîëó÷åíèÿ àíà-
ëîãè÷íîé êëàññèôèêàöèè äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ ïî÷òè ïðîñòûõ ãðóïï.

Â ñâÿçè ñ òåîðåìîé Ãðþíáåðãà � Êåãåëÿ è êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ ïî÷òè
ïðîñòûõ ãðóïï ñ íåñâÿçíûì ãðàôîì Ãðþíáåðãà � Êåãåëÿ åñòåñòâåííî âîçíèêàåò
ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà.

Ïðîáëåìà. Îïèñàòü ñòðîåíèå êîíå÷íûõ íåðàçðåøèìûõ ãðóïï ñ íåñâÿçíûì
ãðàôîì Ãðþíáåðãà � Êåãåëÿ è íåòðèâèàëüíîé ïîäãðóïïîé Ôèòòèíãà.

Ýòà ïðîáëåìà âî ìíîãîì ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ìîäóëÿðíûõ ïðåäñòàâëåíèé
êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï (ïîäðîáíåå ñì. â [10]). Ïî ýòîé âàæíîé ïðîáëåìå ïî-
ëó÷åíû òîëüêî íåêîòîðûå ÷àñòíûå ðåçóëüòàòû, â îáùåì ñëó÷àå îíà äàëåêà îò
ðåøåíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå, èñïîëüçóÿ îïèñàíèå êîíå÷íûõ ãðóïï áåç ýëåìåíòîâ ïî-
ðÿäêà 6 (ñì. ïðåäëîæåíèå 4), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ïîëåçíûé äëÿ èññëåäî-
âàíèÿ óêàçàííîé ïðîáëåìû ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ íåðàçðåøèìàÿ ãðóïïà. Òîãäà 3 ∈ π(G) \
π1(G) åñëè è òîëüêî åñëè ãðóïïà G èçîìîðôíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï:
L2(2

n), L2(3
n), PGL2(3

n), L2(3
n).23 (n ÷åòíî), L2(q) (q ≡ ±5 (mod 12)), L3(4),

ðàñøèðåíèå íåòðèâèàëüíîé ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé 2-ãðóïïû E ïîñðåäñòâîì
ãðóïïû L2(2

n), ãäå E êàê G/E-ìîäóëü èçîìîðôíà ïðÿìîé ñóììå åñòåñòâåííûõ
GF (2n)L2(2

n)-ìîäóëåé.

2. Îáîçíà÷åíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Íàøè îáîçíà÷åíèÿ è òåðìèíîëîãèÿ, â îñíîâíîì, ñòàíäàðòíû, èõ ìîæíî íàé-
òè â [3, 4, 5].

Åñëè ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ãðóïïå H, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íååäèíè÷-
íûé ýëåìåíò g ∈ G äåéñòâóåò íà H ñâîáîäíî (èëè áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê),
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åñëè CH(g) = 1. Åñëè n � ÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî ÷åðåç L2(3
n).23 îáî-

çíà÷àåòñÿ ãðóïïà L2(3
n)⟨df1⟩, ãäå PGL2(3

n) = L2(3
n)⟨d⟩ è f1 � èíâîëþòèâíûé

ïîëåâîé àâòîìîðôèçì ãðóïïû L2(3
n).

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû.

Ïðåäëîæåíèå 1 (òåîðåìà Ãðþíáåðãà �Êåãåëÿ [14, òåîðåìà A]). Ïóñòü G �
êîíå÷íàÿ ãðóïïà ñ íåñâÿçíûì ãðàôîì Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ. Òîãäà âåðíî îäíî èç
ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

(à) G � ãðóïïà Ôðîáåíèóñà;
(á) G � 2-ôðîáåíèóñîâà ãðóïïà, ò. å. G = ABC, ãäå A, AB � íîðìàëü-

íûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G, à AB, BC � ãðóïïû Ôðîáåíèóñà ñ ÿäðàìè A, B è
äîïîëíåíèÿìè B, C ñîîòâåòñòâåííî;

(â) G := G/F (G) � ïî÷òè ïðîñòàÿ ãðóïïà ñ öîêîëåì T , äëÿ êîòîðîãî s(T ) ≥
s(G) è π(F (G)) ∪ π(G/T ) ⊆ π1(G).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå (â) ïðåäëîæåíèÿ 1 è F (G) ̸= 1.
Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò ïðîñòîãî ïîðÿäêà èç π(G) \ π1(G) ãðóïïû G äåéñòâóåò
ñâîáîäíî íà F (G). Ïóñòü K è L � äâà ñîñåäíèõ ÷ëåíà ãëàâíîãî ðÿäà ãðóïïû
G (K < L), ñîäåðæàùèåñÿ â F (G). Òîãäà (ãëàâíûé) ôàêòîð V = L/K ãðóï-
ïû G ÿëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé p-ãðóïïîé äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñ-
ëà p ∈ π1(G) (ìû íàçûâàåì åãî p-ãëàâíûì ôàêòîðîì ãðóïïû G). Ïîäãðóïïà V
ñîäåðæèòñÿ â öåíòðå ãðóïïû F (G)/K, òàê êàê V � ìèíèìàëüíàÿ íåòðèâèàëü-
íàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G/K, à ãðóïïà F (G)/K íèëüïîòåíòíà. Ïîýòîìó
F (G)/K ≤ CG/K(V ). Åñëè F (G)/K < CG/K(V ), òî ôàêòîð-ãðóïïà ãðóïïû
CG/K(V ) ïî åå íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå F (G)/K èçîìîðôíà ïîäãðóïïå ãðóïïû

G, ñîäåðæàùåé åå öîêîëü T , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåñâÿçíîñòè ãðàôà Γ(G). Òà-
êèì îáðàçîì, CG/K(V ) = F (G)/K è, ñëåäîâàòåëüíî, V ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê òî÷íûé íåïðèâîäèìûé GF (p)G-ìîäóëü, ïðè÷åì êàæäûé ýëåìåíò ïðîñòîãî
ïîðÿäêà èç π(G) \ π1(G) ãðóïïû G äåéñòâóåò ñâîáîäíî íà V .

Ïðåäëîæåíèå 2 ([13, ïðåäëîæåíèå 3.2]). Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, H ⊴
G, G/H ∼= L2(q), ãäå q > 5 íå÷åòíî è CH(t) = 1 äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà t
ïîðÿäêà 3 èç G \H. Òîãäà H = 1.

Ïðåäëîæåíèå 3 ([6, òåîðåìà 8.2]). Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, 1 ̸= H ⊴ G
è G/H ∼= L2(2

n), ãäå n ≥ 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî CH(t) = 1 äëÿ íåêîòîðîãî
ýëåìåíòà t ∈ G \H ïîðÿäêà 3. Òîãäà H = O2(G) è H ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðî-
èçâåäåíèåì ìèíèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ïîðÿäêà 22n â G, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ êàê G/H-ìîäóëü èçîìîðôíà åñòåñòâåííîìó GF (2n)SL2(2

n)-ìîäóëþ.

Ïðåäëîæåíèå 4 ([11, òåîðåìà 2]). Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ íåðàçðåøèìàÿ
ãðóïïà è 3 äåëèò |G|. Òîãäà G íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 6 åñëè è òîëü-

êî åñëè ãðóïïà O{2,3}′
(G/O{2,3}′(G)) èçîìîðôíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï:

L2(2
n), L2(3

n), PGL2(3
n), L2(3

n).23 (n ÷åòíî), L2(q) (q ≡ ±5 (mod 12)), L3(2
n)

(n ≥ 2, (2n − 1)3 ≤ 3), U3(2
n) (n ≥ 2, ((2n + 1)3 ≤ 3), ðàñøèðåíèå íåòðèâèàëü-

íîé ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé 2-ãðóïïû E ïîñðåäñòâîì ãðóïïû L2(2
n), ãäå E êàê

G/E-ìîäóëü èçîìîðôíà ïðÿìîé ñóììå åñòåñòâåííûõ GF (2n)L2(2
n)-ìîäóëåé.
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3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ íåðàçðåøèìàÿ ãðóïïà è 3 ∈
π(G) \ π1(G). Òîãäà â G íåò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 6 è ïî ïðåäëîæåíèþ 4 ãðóï-

ïà H := O{2,3}′
(G/O{2,3}′(G)) èçîìîðôíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï: L2(2

n),
L2(3

n), PGL2(3
n), L2(q) (q ≡ ±5 (mod 12)), L3(2

n) ((2n − 1)3 ≤ 3), U3(2
n) (3 |

(2n − 1) èëè (2n + 1)3 = 3), ðàñøèðåíèå íåòðèâèàëüíîé ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé
2-ãðóïïû E ïîñðåäñòâîì ãðóïïû L2(2

n), ãäå E êàê G/E-ìîäóëü èçîìîðôíà
ïðÿìîé ñóììå åñòåñòâåííûõ GF (2n)L2(2

n)-ìîäóëåé.
Ïîñêîëüêó 3 ∈ π(G) \π1(G), ãðàô Γ(G) íåñâÿçåí. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1 âûïîë-

íÿåòñÿ îäíî èç óòâåðæäåíèé (à), (á) èëè (â) ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ.
Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå (à), òî ââèäó [4, òåîðåìà 10.3.1, çàìå÷àíèå

íà ñòð. 377] èìååì 3 ∈ π1(G), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå (á). Òîãäà G = ABC, ãäå A, AB � íîð-

ìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G, à AB, BC � ãðóïïû Ôðîáåíèóñà ñ ÿäðàìè
A, B è äîïîëíåíèÿìè B, C ñîîòâåòñòâåííî. Ââèäó ñâîéñòâ ãðóïï Ôðîáåíèó-
ñà (ñì. íàïðèìåð, [4, òåîðåìà 10.3.1]) ïîäãðóïïà A íèëüïîòåíòíà, à ïîäãðóïïà
B öèêëè÷åñêàÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà Aut(B) àáåëåâà. Ïîñêîëüêó ïîäãðóï-
ïà C èçîìîðôíà ïîäãðóïïå èç Aut(B), îíà àáåëåâà. Ïîëó÷àåì, ÷òî ãðóïïà G
ðàçðåøèìà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Èòàê, âûïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå (â). Òîãäà O{2,3}′(G) ≤ S(G) = F (G), G :=

G/F (G) � ïî÷òè ïðîñòàÿ ãðóïïà ñ öîêîëåì T è π(F (G)) ∪ π(G/T ) ⊆ π1(G).
ßñíî, ÷òî 3 ∈ π(T ) è ýëåìåíò ïîðÿäêà 3 èç T äåéñòâóåò ñâîáîäíî íà F (G).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî O{2,3}′(G) ̸= 1. Åñëè T ∼= L2(q) äëÿ íåêîòîðîãî q, òî ââèäó
ïðåäëîæåíèé 2 è 3 èìååì O{2,3}′(G)) = 1; ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì.
Ïîýòîìó T ∼= Lϵ

3(q), ãäå ϵ ∈ {+,−} è q = 2n äëÿ íåêîòîðîãî n ≥ 2. Ââèäó [2,
òàáë. 8.3, 8.5] ãðóïïà T ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ L2(q), è ìû ïðèõîäèì
ê ïðîòèâîðå÷èþ êàê âûøå.

Òàêèì îáðàçîì, O{2,3}′(G) = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, F (G) = O2(G) è H =

O{2,3}′
(G).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T ∼= Lϵ
3(2

n), ãäå ϵ ∈ {+,−} è n ≥ 2. Òîãäà F (G) = O2(G) =
1 è ââèäó [8] ëèáî 3 ∈ π1(T ) = π(2(22n − 1)) ⊆ π1(G), ëèáî T ∼= L3(4). Ïåðâûé
ñëó÷àé ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ïîýòîìó T ∼= L3(4). Ïîñêîëüêó Out(T ) ÿâëÿåòñÿ
{2, 3}-ãðóïïîé (ñì. [3]), èìååì G = H = T , ò. å. âûïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå
òåîðåìû.

Èòàê, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî T ∼= L2(q) äëÿ íåêîòîðîãî q. Îñòàëîñü äîêàçàòü,
÷òî G = H.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H < G. Ââèäó [5, òåîðåìà 2.5.12] ãðóïïà G èçîìîðôíà
ïîäãðóïïå èç Aut(T ) = Inndiag(T )⋊ F , ãäå F � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîëåâûõ
àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû T ∼= L2(q) (ìû îòîæäåñòâëÿåì ãðóïïû T è Inn(T )). Ïî-
ñêîëüêó G/H � íåòðèâèàëüíàÿ {2, 3}′-ãðóïïà, ãðóïïà G ñîäåðæèò ýëåìåíò x
ïðîñòîãî ïîðÿäêà p > 3, èíäóöèðóþùèé íà T íåòðèâèàëüíûé ïîëåâîé àâòîìîð-
ôèçì. Íî ââèäó [5, òåîðåìà 4.9.1] öåíòðàëèçàòîð CT (x) ñîäåðæèò ïîäãðóïïó,
èçîìîðôíóþ L2( p

√
q). ßñíî, ÷òî ïîðÿäîê ýòîé ïîäãðóïïû äåëèòñÿ íà 6 è, ñëå-

äîâàòåëüíî, 3 ∈ π1(G). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî H = G è,
ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íåîáõîäèìîñòè òåîðåìû.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü G � ãðóïïà èç çàêëþ÷åíèÿ òåîðåìû. ßñíî,
÷òî 3 ∈ π(G). Ïî ïðåäëîæåíèþ 4 â G íåò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 6. Òåïåðü óñëîâèå
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3 ∈ π(G) \ π1(G) ëåãêî ñëåäóåò èç âèäà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè íåñâÿçíîãî ãðàôà
Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ ãðóïïû G (ñì. [14, 8, 12]). Äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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